CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA “SPIRU HARET”
EDITIA a XXV-a, 16 MAI 2026
Filiera teoretica: Profilul real — Stiinte ale naturii

Clasa a IX-a

1. Demonstrati urmatoarele inegalitati:

ab bc ca ) ) ..
a) Bp) —+—+ 7 >a+b+c, oricare ar fi a,b,c numere reale strict pozitive.
c a

2 2 2
X +yz +zx z°+X .

7z Y + Y > x4 y+z ,oricare ar fi x, y,z numere reale
y+z zZ+Xx x+y

b) (4p)

strict pozitive.

. N | 1
2. Se considera numerele reale nenule a, b, ¢, d astfel incat a=c+— si b=d + i
c

a) (3p) Aratati ca numerele a,b,c,d nu pot fi termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice.
b) (4p) Demonstrati ca graficul functiei f:R >R, f(x)=x>—abx+a’ +b*> —4

intersecteaza axa Ox 1n cel putin un punct.

3. Fie AeRsi(x,),.,, (,), siruri de numere reale cu x, =1, y, = 2 astfel incat
X1 = 7xn +5yn §1 Vs =4‘xn +6yn,Vn >2.
a) (4p) Demonstrati ca sirul (x, +Ay,)

daca le{—é,l}.
4

b) (3p) Determinati termenii X,y $1 V5056 -

este progresie geometricd dacd si numai

nx1

4. Se considera triunghiul 4BC si punctele O, I centrul cercului circumscris, respectiv
centrul cercului inscris triunghiului. Mediatoarele segmentelor /4, IB, IC se

intersecteaza doua cate doua formand triunghiul MNP .
a) (4p) Demonstrati ca [ este ortocentrul triunghiului MNP .

b) (3p) Demonstrati ca Ol =OM +ON +OP .

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema este punctata de la 0 1a 7 puncte.

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA “SPIRU HARET”
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASAalIX-a

Demonstrati urmatoarele inegalitati:

ab bc ca . . .\
a) Bp) —+—+ > >a+b+c, oricare ar fi a,b,c numere reale strict pozitive.
c a

2 2
+ +
b) (4p)x yz ytax
y+z z+x xX+y

strict pozitive.

2 +xy .
>x+y+z ,oricare ar fi x, y,z numere reale

1
2) a—b+E+ﬁ2a+b+c<:> P
c a
2 2 2 2 2 2 lp
(ab) +(bc) +(ca)" 2a’bc+b’ca+c’ab |-2 <
2 2 2 lp
(ab—ca)” +(ab—bc)” +(bc—ca)” >0.
b) | Notdim y+z=a, z+x=b, x+y=c,unde a,b,c>0
b+c—a a+c—b b+a-c .. Ip
=>x= , V= , Z= . Cu aceste notatii, avem:
2 2 2
2
al +yZ:l(a—b—c)+b—C
y+z 2
2
4 JrZx:l(b—a—c)+% 1p
z+x 2 b
2
z +xy:l(c—a—b)+@
x+y 2 c
Inegalitatea de demonstrat devine:
Ip

1 1
5 (—a—-b—-c)+ be + % + ab > 5 (a+b+c) inegalitate adevarata conform cu a).
a c




c

D N 1 . 1
2. Se considera numerele reale nenule a, b, ¢, d astfel incat a=c+— si b=d+—.

a) (3p) Aratati ca numerele a,b,c,d nu pot fi termeni consecutivi ai unei progresii

aritmetice.

b) (4p) Demonstrati ca graficul functiei f:R >R, f(x)=x>—abx+a’ +b* —4

intersecteaza axa Ox 1n cel putin un punct.

a) | Presupenem ca numerele a,b,c,d sunt termeni conseutivi ai unei progresii
aritmetice. Astfel, rezulta:
1 1
p=27¢ d+ rl c+— 1 J )
= 2¢ < —=—>— . Nuexistd d care sd verifice P
b+d 1 2d  2d°+1
c=—- c=d+—
2d
aceasta ecuatie, deci numerele nu pot fi in progresie aritmetica. 1p
b) | Graficul functiei f intersecteaza axa Ox in cel putin un punct daca si numai
daca ecuatia f(x) =0 are solutii reale <> A>0. 1p
2 2, g2 2 2 1p
A=(ab)"—4(a"+b" -4)=(a" —4)(b" -4)
1Y’ 1Y Ip
A=||lc+—| 4| |d+—=| -4
c d
Ip

1Y’ 1Y
Az(c——j (d—gj >0,Ve,d eR’

c

3. Fie AeRsi(x,),., (), siruri de numere reale cu x; =1, y, = 2 astfel incat

.erl = 7.xn +5yn Sl yn+1 = 4‘xn + 6yn,\v/n > 2 .
a) (4p) Demonstrati cd sirul (x, +A4y,)

daca le{—é,l}.
4

b) (3p) Determinati termenii X,p,, $1 V505 -

> €ste progresie geometricd dacd si numai

x, =17  |x =199
S1
y, =16

Din relatiile de recurentd, obtinem < -
v, =164

1p




Daca sirul (x, + Ay, ),., este progresie geometricd, atunci:

nx1

1
(x2+ﬁ'yz)2 =(x, +Ay)(x; + 4y;) P
Prin inlocuire, obtinem 41°> +1—5=0, de obtinem A {—%,1}. 1p
Pentru A = >
entru ——Z,avem 1p
5 5 5 D
X, ——=V,,=x,+5y )—=(4x,+6y,)=2| x,——y, |, adica sirul
4 4 4
5 . . :
(xn _Z ynj este progresie geometricad cu ratia 2.
nx1
Analog, pentru A=1,avem x,,, +y,,, =(7x,+5y,)+(4x,+6y,)=1 l(xn +, ) ,
adica (x, +,),., este progresie geometricd cu ratia 11.
b) | Conform a), din formula termenului general al unei progresii geometrice, avem:
1
5 - x, =—(5-11""=2")
x, —=—y =-3.2""7 "
el N ? 2p
x,+y,=3-11"" yn=§(4-11"*‘+2")
x2026 — %(5 . 1 12025 _ 22026) lp

= 1
y2026 — 5 (4 . 1 12025 + 22026)

4. Se considera triunghiul ABC si punctele O, I centrul cercului circumscris, respectiv

centrul cercului inscris triunghiului. Mediatoarele segmentelor /4, IB, IC se
intersecteaza doud cate doua formand triunghiul MNP .
a) (4p) Demonstrati ca [ este ortocentrul triunghiului MNP .

b) (3p) Demonstrati ca Ol =OM +ON +OP .




M
Dacé mediatoarele segmentelor IB si IC se intersecteaza in M si dacd notam cu | 1p
D intersectia bisectoarei A/ cu cercul circumscris triunghiulut ABC, atunci 1p
ABID =<«DBI s1 «CID =<«DCI
= DB=DI=DC
= Dapartine atat mediatoarei segmentului B/, cét si mediatoarei segmentului
Cl = D =M = M se afla pe cercul circumscris triunghiului 4BC. 1p
Analog, se demonstreaza cad punctele N, P se afla pe cercul circumscris
triunghiului ABC.
Deci MI 1 NP, NI 1 MP, PI 1. MN = I este ortocentrul triunghiului MNP . 1p
b) | Cum punctele A,B,C,M,N, P se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC,
rezulta cd O centrul cercului circumscris triunghiului MNP . 1p
2p

Conform relatie lui Sylvester = Ol =OM +ON +OP




