CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA ,,SPIRU HARET”
EDITIA a XXV-a, 16 MAI 2026
Filiera teoretica: Profil real - Stiinte ale naturii
CLASA a X-a

1. a) (2p) Rezolvati ecuatia { /xz + sx} = 1—;, x € N, unde {a} reprezinta partea fractionara a
numarului a.
b) (3p) Rezolvati ecuatia x'°83—1D 4 2. (x — 1)108s% = 352

(4k+1)m

¢) (2p) Rezolvati ecuatia 45°* 4 2t8*~1 =3 x (an, ), k € N.

2. a) (3p) Determinati cel mai mare termen al dezvoltarii (\/f + 3)100.

n 2
b) (4p) Calculati: S = zw +
k=0 k+1

3.a) (4p) Se considerd ecuatia az®> + bz+ ¢ =0, a,b,c € C*, |a| = |b| = |c|. Aritati ci, daci
ecuatia are cel putin o solutie de modul 1, atunci b? = ac.

az-f
a+ifz

b) (3p) Fie a, B € R, |a| > |B]|. Aratati ca, daca z € C, |z| < 1, atunci | | <1.

4. Se considera punctele 4,(0,n), B,(1,n), C,(2,n), D,(3,n), unde n € {1,2,3,4}, si multimea
M ={A, B, i € {1234}}.

a) (2p) Determinati coordonatele simetricului punctului A, fata de centrul de greutate al
triunghiului AB;C;D,.

b) (2p) Aratati ca, daca avem 10 puncte 1n interiorul sau pe frontiera patrulaterului A;A4D4D;,

atunci exista doud puncte dintre acestea care au distanta dintre ele mai mica sau egali cu V2.

¢) (3p) Aflati numarul triunghiurilor determinate de punctele multimii M.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect este punctat de la 0 la 7.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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1. @) (2p) Rezolvati ecuatia: { /xz + sx} = 1—; x € N.

b) (3p) Rezolvati ecuatia: x'°83*~D 4+ 2(x — 1)1983% = 352,
¢) (2p) Rezolvati ecuatia: gsin’x 4 otgx-1 — 3 4 (an, (4k+1)m

),kEN.

Dinx e Nsix < /x2+3x<x+1:o

Ip
’xz +- xl = x. Folosind relatia x = [x] + {x}, ecuatia devine:
a)
’xz +ix—x=2o
19 1p
242y =242 +(5)2=> EN=>S=0
x“Hox=x"+ox+ (3 x =
Domeniu: x > 1. Se foloseste egalitatea 1
xlogs(x-1) — (x — 1)log3x' p
b) | Ecuatia devine 3x'°83(~1 = 3x2 deci 1
xlogs(x-1) — 2 p
Cumx >1,=logz;(x —1) =2 = x = 10. 1p
o _ (4k+1)m . .. . L
Se noteaza A = kLeJN (Zkrr, . ) Fie functiile f, g, h, i: (O, 2) - R,
f(x) = sin%x, g(x) = tgx — 1, h(x) = 4%, i(x) = 2%, functii strict crescitoare pe .
(0, g), de unde t: (0, g) - R, t(x) = (ho f)(x)+ (i o g)(x) este strict crescitoare pe P
0 (0, g), deci t este injectiva, de unde ecuatia t(x) = 3 are cel mult o solutie pe (0, g)
Observam cd x = geste solutie, deoarece sinz% = %, tg% =1,si 4510°% 4 pte
1
4z + 2% =2 + 1 = 3. Functia t: A > R este periodici, de perioada 2km, k € N = 1p

S={%+2kn|keN}.

100
2.a) (3p) Determinati cel mai mare termen al dezvoltirii: (\/E + 3)

n 2
b) (4p) Calculati suma: S = zw o
i k+l1

—k
Termenul general: Ty, = Cfoo(\/i)loo 3k, Ip

Y %=—1Oi_k'%>1=>k(3+\/§)<303==k<71 97, keEN=k <71
k

de unde termenul maxim este Ty, = C{jo (V2 ) “371

2p




. k2+k+1 1. ] x _ 1 ] '
Din 5% = k + i si relatia k G =n G obfinem: N
— . 1 2TL+1_1
B) | Zheok Cf = n2" ' si Xhcoy Ch = 2p
n—1 , 2"t1-1
S=n2 + . In
n+1

3. a) (4p) Fie ecuatia az> + bz +c =0, a,b,c € C*, |a| = |b| = |c|.
Aratati ca, daca ecuatia are cel putin o solutie de modul 1, atunci b? = ac.

b) 3p) Fiea, B € R, |a| > |B]. Aratati ca, dacd z € C, |z| < 1, atunci |

az—f
+iﬁ’z| =1

a

Consideram |zl| =1= |zz| = |z1| |Zzl = |lez| =1din|2122| = |§| —

1,$i|zl+zz| = |_7b| =1

2p

|Zl+22|2 = (Zl+Zz)(Z_1+Z_2): |Z1|2 + le_z + ZzZ_1 + |Zz|2:>

— — — — VA Z
1= |Zl|2+ Z1Zy + Zyz, + |Zz|2<:>Z122+ 2221:—1<:>Z—1+Z_2:—1C>
2 1

-b
le + Z22 + z42z, = 0 (Z1+Z2)2 = Z1Zp < (7)2 = 2@ bz = ac

b)

-B

lﬁzl =>1=

. - az
Presupunem, prin reducere la absurd, ca | ~

laz—p| = |a+ ipz| (1)
Dar|az—B|? = (az—B)(az—B) = a®|z|? = 2aB Re(2) + B2
sila+iBz|? = a® — 2aB Im(2) + B*|z]?

2p

Relatia (1) devine: a®|z|2 — 2aB Re(z) + B2 = a® — 2aB Im(z) + 2| z|?
> 2]~ ) = - p
Cum o2 > B2, rezultd | z| > 1, ceea ce contrazice ipoteza.

1p

4. Se considera punctele A,,(0,n), B,(1,n), C,(2,n), D,,(3,n),n € {1,2,3,4}, si multimea
M ={A; B;, i € {1,2,3,4}}.
a) (2p) Determinati coordonatele simetricului punctului A-.

b) (2p) Demonstrati existenta a doud puncte la distanti cel mult \/2.
¢) (3p) Aflati numdarul triunghiurilor determinate de punctele multimii M.

B5(1,3), C1(2,1), D,(3,4).
G (1+§+3’3+;+4) _ (z’g)

1p

Dacd G este mijlocul segmentului
A, A}, atunci A (4, 13—0)

1p

b)

Se Tmparte patrulaterul A;A,D,D; 1n 9 pétrate de latura 1.

Prin principiul cutiei, doud dintre cele 10 puncte se afld in acelasi patrat sau pe
frontiera lui.

Distanta dintre ele este cel mult diagonala patratului, adica /2.

1p

©)

Numirul tuturor tripletelor: C3 = 56.

1p

Triplete coliniare: 2 - C3 = 8.

1p

Numarul triunghiurilor: 56 — 8 = 48.

1p




