CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA “SPIRU HARET”
EDITIA a XXV-a, 16 MAI 2026
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Problema 1

Fie polinoamele f,geR[X],/=X"-4X+3,g=X"-3X+2.

a) Descompuneti in factori ireductibili polinoamele 1 si g .

b) Demonstrati cd daca a,b,c,d €[-2,], astfel incat a+b+c+d =4, atunci

b+ +d 24 siatvb rctvd 2 442(a-1) +2(b-1) +2(c—1) +2(d -1)".
c)Daca a+b+c+d=4 si a,b,c,d € R, demonstrati ca
a®+b°+c°+d° 24+(a—1)2+(b—l)2+(c—l)2+(d—l)2.
Solutie
a) Folosim schema lui Horner sau astfel:

f= X —AX 432 X207 412X —4X 2= (X7 1) 4 2(X 1) = (X 1) (X 1) +2)

=X 3X42=X" 22X+ X +2X7 —4X +2=X (X 1) +2(X 1) =(X -1)" (X +2)

b) Vom demonstra ca: x* —4x+3> Z(x—l)2 ;X" =3x+22>0,Vxe[-2,0)

X —dx 3= (- DY [(x+1)* +2]22(x-1)" ,¥xeR.

X =3x+2=(x-1)*(x+2)>0,Vxe[-2,)

Dacd adundm inegalitatile

a‘—4a+3>2(a-1);b" —4b+322(h-1)";¢' —4c+322(c-1);d* —4d +3>2(d 1Y,
obtinem:

at+b*+ct+dt > 4+2(a—1)2 +2(b—1)2 +2(c—1)2 + 2(d—1)2 . Analog se obtine
a@+b+cP+d >4

c) Rezolvarea de la punctele precedente ne sugereaza sa considerdm polinomul
h=X°-6X+5.Folosind schema lui Horner, obtinem

X X Xt X3 X? X' X°
1 0 0 0 0 -6 5
1 1 1 1 1 -5 0
1 2 3 4 5 0

= h=(X-1)"(X*+2X°+3X* +4X +5). Observam ci

hl(x)=x4+2x3+3x2+4x+5:x4+2x3+x2+2x2+4x+5:x2(x+1)2+x2+(x+2)2+1>1,VxeR




Dacé adundm inegalitatile

a® —6a+5>(a—1) ;6 —6b+52(b—1)";¢" —6c+52(c~1);d° —6d +5>(d -1),
obtinem:

a’®+b°+c°+d° 26(a+b+c+al)—20+(a—1)2+(b—1)2+(c—1)2+(a'—1)2 =
6-4-20+(a—1) +(b=1) +(c=1) +(d=1) =4+(a=1) +(b=1) +(c=1) +(d -1)"
Barem

a) | Scrie: f :(X—l)2 ((X+1)2 +2) I'p
g=(X-1(x+2) Ip
b) Demonstreaza ca x* —4x+3> 2()6—1)2 X =3x+2>0,Vxe [—2,00) Ip
Finalizare lp
©) | Demonstreazi ci a® +b° +c® +d° > 4+(a—1)2 +(b—l)2 +(c—l)2 +(d —1)2 3p
Problema 2

Fie a e R". Pe multimea R se da legea de compozitie asociativa "*" cu proprietatea ca
Xk ykz :(x—a)(y—a)(z—a)+a, pentru orice x,y,z € R . Se cere:
a) (2p) Demonstrati ca (a + 1) * (a + 1) este element neutru al legii de compozitie.
b) (3p) Demonstrati ¢ (a+1)*(a+1)=(a—1)*(a-1).
c) (2p) Determinati toate legile de compozitie cu proprietatea din enunt.
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Solutie
a) Inlocuim y =z =a+1. Vom obtine x*(a+1)*(a+1)=(x—a)-l-l+a=x,‘v’xeR

Inlocuim x = y=a+1,z=x. Vom obtine (a+1)*(a+1)*x=1-1-(x—a)+a=x,VxeR.

Din relatiile de mai sus rezulta ca (a+1)*(a+1) este element neutru al legii de compozitie.

b) Inlocuim y =z=a-1. Vomobtine x*(a—1)*(a-1)=(x—a)-(-1):(-1)+a=x,VxeR
Inlocuim x=y=a—-1,z=x. Vom obtine

(a—l)*(a—l)*x:(—1)-(—1)-(x—a)+a =x,VxeR.

Din relatiile de mai sus rezulta ca (a—1)*(a—1) este element neutru al legii de compozitie.
Deoarece elementul neutru al unei legii de compozitie asociative este unic deducem ca

(a+1)*(a+1)=(a—1)*(a—1).
c) Fie e=(a+1)*(a+1), elementul neutru al legii de compozitie .Pe de o parte avem
e*(a+1)*e=a+1,iar pe de altd parte avem e*(a+1)*e= (e—a)2 +a .Egaland cele doui

egalititi obtinem (e—a)2 =1,deunde e=a+1sau e=a-1.



Daca e=a+1:>x*y:x*y*(a+1)=(x—a)(y—a)+a
:>x*y=(x—a)(y—a)+a,‘v’x,yeR.

Daca e=a—1:>x*y=x*y*(a_1)=_(x_a)(y_a)+
:>x*y=—(x—a)(y—a)+a,Vx,yeR.

Se observa ca cele doua legi de compozitie gasite satisfac proprietatea din enunt
Barem

a) x*(a+1)*(a+1):x,Vxe]R lp
(a+l)*(a+l)*x:x,‘v’xeR Ip

b) | Demonstreaza ca (a—l)*(a—l) este element neutru 2p
Finalizare Ip

¢) | Gaseste x*y=(x—a)(y—a)+a,Vx,yeR si 2p
x*yz—(x—a)(y—a)+a,‘v’x,yeR

Problema 3
. . a+b _1(1 1 .
a) Demonstrati inegalitatea ——— <—| —+— |, pentru orice numere a,b>0.
a-+b~ 2\a b
I | e
b) Demonstrati ca I ——dx<—.
x +1 2

n>oplnn

c) Calculati lim J-( X H]dx
1 X
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Solutie

a)

Inegalitatea ;bz < l(l + l} se rescrie astfelf;b2 <O R s b e (a-b)' >0
a“ +b° 2\a a +b 2ab

b) Folosind inegalitatea de la punctul a) si proprietatea de monotonie a integralei fata de

aslih jdx__(j dﬁjdxj naf e -

%(lne—lnl+e—l)=%(l+e—l)=§. Deducem ca are loc inegalitatea I XZH dxsa.
1

+X

1

¢) Se observa ca
n

n n n n
1 1 x*+1 1 1 1 1
0< I x2+ +X4Jr dx < I(—+1+—2+1jdx= Inx|1 ——|1 +2x|1 |=
nlnn1 x +1 x"+1 2nlnnl X X 2nlnn — x|— —
— — n n n

n

1 1 2 1 3 3 . 1 3 3
2Inn——+n+2n—— |=—-— > + . Deoarece lim| —— > +— =
2nlnn n n n 2n°lnn 2lnn n>o\n 2p°lnn 2lnn




T 1
Deducem ca lim
n>oplnn

2
x2+1+x4-|—1 dr=0
x +1 x"+1

S| ——, =

Barem
a 2
) Demonstreaza ca ‘2’”’231(1 l} P
a +b 2a b
b) e 2p
Demonstreaza ca J- x2+1 deE
| X +1 2
C 2 3
) Scrie x2+1 +x4+l<i+L+151 demonstreaza ca P
4+l x4l 2x 247
lim — | xtl +x4+1 dx=0
}Hoonlnnl x“+1 x"+1
Problema 4

1 n+l
a) Aratati ca Ix(x +1)n dx = %
n n

-1
b) Demonstrati daca f, g :[a,b] > R sunt functii continue, atunci

Uf(x)g (x) dx} < Ufz (x)dxj : U g’ (x)dx]. (Inegalitatea lui Cauchy — Buniakovski -

Schwartz)
c¢) Fie f:[0,1]—> R o functie derivabila cu derivata continua astfel incat f(1)= f (O) =0.Sa

1 2 1

searate ca: | |x"" f(x)dx | < 'x VineN".

u f( ) ] (n+l 2n+l !; A ) )

profesor dr. Andrei Anca
Solutie.
1 " 2 tn+2 tn+l 2 n- 2n+1

1) de=|(t-1)"dt = - =

) JIX(XJF) * l(t yrr (n+2 n+1J (n+1)(n+2)
b

b) 0<[(f(r)-x¢ dt—If t)dt - 2xjf t)dt+ng t)t, ¥xeR = A <0.

c¢) Utilizand formula de integrare prin parti obpnem.

[x" f(x)ax - @), -] ) = —ljx" f(0)de =
0 h 0 h h 0




n(n+ I)j‘ X" f(x)dx =—(n+ l)j‘ x" f'(x)dx .

Deoarece j F'@dx=f(x)|y=0 = n(n+1) j X (x)dx = j (A= (n+1)x") f'(x)dx .

Utilizand inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwartz avem:

n*(n+1)* U X7 (x xj <j(1 (n+1)x") dxj(f'(x)) dx .

1 2
Dar j(l—(n+1)x")2dx= ot

0

Din (1) si (2) rezulta ca ux”lf(x)de <W I(f '(x))dx.

a) 1 . L yn+2 lp
Arata _[x(x+1) dx = w2
e (n + 1)(n + 2)
b) Demonstreaza inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwartz 2p
c)
1 x" P 1 2p
[ feoyde === f )|, = [f ()dx === [x"f (¥)dx =
o n o N ny
1 1
n(n+1) j X7 f(x)dx =—(n+1) J’ X" '(x)dx
0 0
1
Deoarece J f'(x)dx=f (x)“) =0
0
1 1
— n(n+1) j X7 f(x)dx = j (A= (n+Dx") f'(x)dx.
0 0
Utilizand inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwartz = 2p

n’(n+1)° U x”lf(x)de < j-(l —(n+Dx"y dxj- (f'(x)) dx=

2
n

2n+1

1
j( f '(x))zdx , de unde rezulti concluzia

0

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




