CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA ,,SPIRU HARET”
EDITIA a XXIV-a, 24 MAI 2025
Filiera teoretica: Profilul real — Stiinte ale naturii

CLASA a IX-a
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
1. Pentru fiecare me R se considerd multimea
A, ={xeR | (m-1)x*+(3m+1)x+m+2=0}/.
a) (3p) Aratati ca, pentru orice m e R\ {1}, multimea A, are doua elemente.

b) (4p) Determinati numerele reale m pentru care A, (—oo,l) .

a) |Pentru meR\{1l}, A este multimea solutiilor ecuatiei de gradul al doilea
(m-1)x*+(3m+1)x+m+2=0, (1). 1p
Discriminantul ecuatiei (1) este A=(3m+1)° —4(m-1)(m+2)=5m?+2m+9.| 1p
Cum A=4m*+(m +1)2 +8, rezulta A>0, prin urmare ecuatia (1) are doua

solutii reale. Deducem ca multimea A, are doua elemente. Ip

b) | Pentru me R\ {1} , fie X, s1 X, cele doua solutii reale ale ecuatiei (1) . Vom avea
A, =(—o0,1) daca si numai daca x, <1 si x, <1. Ip

x -1<0 - (x,—1)(x,—1)>0 - xlxz—(x1+x2)+l>09 2) p
X,—1<0 (x,—1)+(x,-1)<0 X +X,—2<0
+1

. e 3m . m+2 . :
Folosind relatiile lui Viete, X, + X, = Y Sl XX, = e obtinem succesiv:
m m

5m+2>0 me(—oo,—gju(l,+oo)
m-1 5

-5m+1

2= -l <0 me(—oo,%}u(lntoo)

= me(—oo,—gJu(l,+oo). 1p

. . . . 3
Deoarece pentru m =1 ecuatia (1) devine 4Xx+3=0 siare solutia X = e avem

A= {— %} < (—o0,1), prin urmare valorile cautate sunt m e (—oo, —%j V) [1, +0). | 1p

2. a) (2p) Dati exemplu de o progresie aritmetica care contine printre termenii sdi numerele reale

J2, 18 si +/200 .

b) (2p) Demonstrati ca numarul este numar irational.

3-2
NN
C) (3p) Aratati ca nu exista nicio progresie aritmetica care contine printre termenii sai numerele

V2, V3 5i 5.



Deoarece +/18 =32 si 200 =10v2, consideram sirul (a,) ., a,=n/2.

n>1’ lp
Avem a,, -4, =(n+1)v2-n/2 =42, ¥n>1, deci (a,) , este progresie
aritmetica cu ratia J2 . Evident a = J2, a, = 32 si a =10V2 Ip
b) _
Prin reducere la absurd, presupunem ca —\@ V2 =X e Q. Prinridicare la
J5-+2
2_g5 not
patrat, obtinem 5—2\/6 = x? (7—2\/]5), de unde XZ\/E—I = 7X2 5 =y 1p
Ridicand din nou la patrat, obtinem 10x* + 6 —2x?/60 = y2, de unde rezulta
4 2
JG_:W .Cum x,ye@Q si x#0 deducem ca \/@e@, adica
X
numarul 60 este patrat perfect, absurd! 1p
¢) | Prin reducere la absurd, presupunem ca exista o progresie aritmeticd (&, ) , cu
ratia I care contine printre termenii sai numerele V2,3 si /5 ; atunci existd
m,k, p e N7, distincte doui cate doud, asa incat a,, = J2, a = J3 si a) = J5. 1p
Evident r #0 (progresia nu este constanta!) si avem
VZ=a+(m-Ur, 3=a+(k-r 5i VE=a+(p-1)r. "
Scizand prima egalitate din celelalte doud, obtinem ~3—+/2 = (k—m)r si
3-42 k-m
J5-2= p—m)r, de unde rezulta ca £ = € Q, absurd! 1
( ) \/g _ \/5 p—m p
3. (7p) Fie O intersectia diagonalelor patrulaterului ABCD si P un punct oarecare din plan.
Aratati ca urmatoarele doud afirmatii sunt echivalente:
i) ABCD este paralelogram; ii) PA+PB+PC+PD=4PO.
i) = ii) | Daca ABCD este paralelogram, atunci punctulO este atat mijlocul
diagonalei AC, cat si mijlocul diagonalei BD. 1p
Avem PA+PC =2PO s1 PB+PD =2PO, iar prin adunarea acesor relatii
obtinem PA+ PE +PC +PD = 4PO. '
ii) = 0) | Presupunem ci are loc PA+PB+PC+PD =4PO, (1) si demonstram ca
patrulaterul ABCD este paralelogram. Fie M si N mijloacele diagonalelor
AC, respectiv BD . Rezulta PA+PC =2PM s PB+PD=2PN . Ip
Adunand aceste relatii obtinem PA+PB+PC+PD=2PM +2PN .
Folosind (1), rezulta 4PO = 2PM + 2PN . Ip
Deducem ci PM + PN =2PO, adica O este mijlocul segmentului MN . 1p
In particular, punctele M, N si O sunt coliniare, prin urmare avem
O,M,N e ACnBD. Asadar M, O si N coincid, adica diagonalele AC
si BD au acelasi mijloc. Rezultd cd ABCD este paralelogram. 2p




4. Fie functia f :R — R cu proprietatea cd f (x)+ f ([X]) =f?2 ({X}) +1, pentru orice Xe R.
Prin {X} si [X] am notat partea fractionarad, respectiv partea intreaga a numarului real x.
a) (2p) Aratati ca f (x)=1, pentru orice X € Z.
b) (2p) Arétati ca f (x+1)= f (x), pentru orice XxeR.

¢) (3p) Determinati toate functiile f care au proprietatea din enunt.

unde A este o submultime arbitrara a intervalului (O ,l) )

2) | Ficand x=0 in relatia din enunt obtinem (f (0)—1)2 =0, deunde f(0)=1. 1p
Cum pentru orice xeZ avem [x]=x si {x}=0, relatia din enunt devine
f(x)+ f(x)=f?(0)+1, prin urmare f(x)=1, VxeZ. 1p

b) | Cum pentru orice xe R avem [x]eZ, rezultd f ([x])=1, VxeR si relatia din
enunt devine f (x)=f?({x}), vxeR. Ip
Cum {x+1} ={x}, rezulta ca f (x+1)=f?({x+1})=f*({x})=f(x), vxeR | 1p

¢) | Conform punctului b), functia f este periodica cu perioada 1, prin urmare este
suficient sa determinam f pe intervalul [0,1). 1p
Deoarece {X} =x, Vx€[0,1), rezultdca f(x)=f?(x), vxe[0,1), de unde
deducem ci pentru orice x €[0,1) avem f(x)=0 sau f (x)=1. 1p
Restrictia lui f la intervalul [0,1) este de forma f(x):{0  XEA :

1, xe[0,1)\A
Ip

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




