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Clasa a IX-a BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Problema 1.
x3 y3 Z3

a) (3p) Demonstrati ci — +<—+— > x” + y* + z°, pentru orice x,y,z € (O,oo) .
y z X

b) (4p) Fie x,y,z€(0,0) cu x* +y’ +z° =3. Demonstrati ¢a xy+ yz +zx > xyz(x2 +y° +zz) .

Prof. Lavric Carmen

Solutie.
a) Folosind inegalitatea lui C.B.S in forma lui Bergstrom, adica inegalitatea
2 2 2 2
X z X+y+z .
LA Zu,%c,y,z eR,a,b,c €(0,0), obtinem:
a b c a+b+c
2)\? 22 2)\? 2, 2, 2\ 2, 2, 2)?
@ 2 2 () O) @F) Feres) () L
4L 42 = + + 2 25 =Xty +z".
y z x xy vz zX Xy+yz+zx X +y +z
3 3 3
o . X z . .
b) Folosim inegalitatea de la punctul precedent —+ DA y* + 2% si inegalitatea
y z X
3 y3 Z3
aseminitoare — +“—+— > x’ + > + z°. Adunand cele doui inegalititi se obtine inegalitatea
z x y

3 3 3 3 3 3
X+ +z° 7 +x . . <
Y Y + > Z(x2 +y° +22). Folosind conditia x* + y° +z° =3 rezulti c:

z X y

3-27 3-x" 3-y° s 2 o .3 3 3 s 2 .
+ + zz(x +y 4z ),ad1ca—+—+—23(x +y +z ),deunde se obtine
z X y z x Yy

inegalitatea din enuntul problemei xy + yz + zx > xyz (x2 +y° + 2 )

Barem de corectare

a) = 308 37
Demonstreazd cd ~—+2—+— > x> + V' + 2z
y z X
b) X+y Y+ 24y 2p
Demonstreaza ca Y Y + >2 (xz +y° + zz)
z X y
Finalizare g

Problema 2.
a) (3p) Fie a,b,c,x,y,z>0 cu x,y,z in progresie aritmeticd. Dacd za’, yb*>,xc”> sunt in progresie

Yy
a+b’ c+a b+c

aritmetica, atunci si numerele sunt in progresie aritmetica .

y
b b
a+b c+a b+c
aritmeticd, atunci si numerele x, y,z sunt In progresie aritmetica.

b) (4p) Dacid a,b,c,x,y,z>0,a#c si za’, yb*,xc* catsi

sunt in progresie

Prof. Bursuc Ion



Solutie.

y
a+b’ c+a’ b+c
2y  x z X X zZ __Z x(b—c)  z(a-Db)

Numerele

sunt in progresie aritmetica, daca si numai daca

= + < = =
cta a+b b+c c+a a+b b+c c+a (c+a)a+b) (b+c)c+a)

x(b2 —cz) = z(a2 —b2) & (x+2)b* = za® + xc* < za®,yb’,xc” suntin progresie aritmetica.

Yy
a+b’ c+a b+c

b) Deoarece za’, yb*, xc” cit si sunt in progresie aritmetica, atunci

2yb* = za® + xc’
=
2y  x Lz

ct+a a+b b+c

2yb2 2ya2 Zy( c? B b? J
i cxaq + +b
Rezolvand sistemul de mai sus, obtinem: x =-2£¢—€+a (])gi ;= cra @ ().

CZ a2 C2 a2
b+c a+b b+c a+b
2 2
< o a
Observam ci b b¢0<:>c2(a+b)¢a2(b+c)©c2a+c2b—a2b—a2c¢0<:>
+c a+

ca(c—a)+b (c2 —a’ ) #0< (c—a)(ab+bc+ca)#0 care este o relatie adevarata.
Din relatiile (1) si (2), prin calcul, obtinem:

b a’ ¢’ b - F—a* a*-b’ c? a’
2y - + - 2y + + + -
b+c c¢c+a c+a a+b b+c c+a a+b b+c a+b 3

xX+z = = =
¢ ¢’ a
b+c a+b b+c a+b
2 2
c a
2y|b-c+c—-a+a-b+ -
b+c a+b . . .
= e =2y = x+z =2y = cdnumerele x, y,z sunt in progresie
b+c a+b
aritmetica.

Barem de corectare

a) D . y R . . 3p
emonstreaza ca R , sunt In progresie aritmetica
a+b c+a b+c

b) 2yb* = za® + xc’ 2p

Rezolva sistemul < 2, X z

c+a a+b b+c
Finalizare 2p
Problema 3.

a) (3p) Demonstrati cd (a2 +b’ +C2)(X2 +y + 22)—(ax+by+cz)2 = (ay—b)c)2 +

2 2 .
(bz - cy) +(cx - az) , pentru orice numere reale a,b,c,x,y,z.

b) (4p) Dacd 4,B,C sunt masurile unghiurilor unui triunghi nedreptunghic si



(sin2A4+sin2B +sin 2C)’ —4(sin2 A+sin® B +sin’ C)(cos2 A+cos” B+ cos’ C) >0, atunci

triunghiul este echilateral.
Prof. Macovei Monica

Solutie.

a) (a2 +b’ +C2)(X2 +y° Jrzz)—(ax+by+cz)2 =a’X’ +a’y +a’z + b’ X+ by + b+ X+
Y+ —a’x’ —b*y* —c’z* —2abxy —2bcyz —2cazx = a’y’ +a’z> +b°x* + b’ " +*x7 + Yyt —
—2abxy —2bcyz —2cazx = (ay —b)c)2 + (bz —cy)2 + (cx - az)2

b) Folosind egalitatea de mai sus ob‘ginem(a2 +b* + cz)(x2 +y zz) > (ax +by+ cz)2 ,

: a b c . - . . .
Va,b,c,x,y,z € Rcu egalitate pentru —=—=— .Folosind aceasta inegalitate obtinem
X y z

(sin2 A+sin’ B +sin’ C)(cos2 A+cos® B+cos’ C) >

(sin 4 cos A+sin Bcos B+sin Ccos C)2 1))
Dar (sin 2A4+sin2B +sin 2C)2 —4(sin2 A+sin® B +sin’ C)(cos2 A+cos’ B+cos’ C) 20
& (sin Acos A+sin Bcos B +sin Ccos C)’ >

(sin2 A+sin® B +sin’ C)(cos2 A+cos’ B+cos’ C) (2)

Din (1) si )= (sin2 A+sin® B+sin’ C)(cos2 A+cos’ B+cos’ C) =

sin4d _smB sinC

=(sinAcosA+sinBcosB+sinCcosC)2:> = =
cosd cosB cosC

<tgA=tgB=1tgC,4,B,Cc(0,7) —{%} , de unde deducem ca 4, B,C € (0,%) sau

A,B,Ce(z,ﬂ).
2

Daca 4,B,C e (0,%) , atunci cum functia tangentd este strict crescatoare pe (0,%}

= A=B=C=aABC echilateral
Daca A4,B,C e (%,ﬂ'j , atunci cum A+ B+ C =, deducem ca in acest caz se ajunge la

contradictie.
Barem de corectare

2) | Demonstreazi ci (a2 +b’ +c2)(x2 +y° Jrzz)—(ax+by+cz)2 = (ay—b)c)2 + 3p

2 2 .
(bz—cy)” +(cx—az)", pentru orice numere reale a,b,c,x,y,z.

b) | Demonstreazi ci (sin2 A +sin® B +sin? C)(cos2 A+ cos® B+ cos? C) = 3p

=(Sil’lACOSA+SiIlBCOSB+SiIlCCOSC)2 = sind _sinB _ sinC

cosdA cosB cosC
Finalizare Ip




Problema 4.
a) (3p) Se considera patrulaterul convex ABCD si punctele M e (A4D),N € (BC) astfel incat
AB+kDC
1+k
b) (4p) Se considera hexagonul convex ABCDEF si punctele
Pe(AF),0e(BC),R e(CD),S e (EF) astfel incat AP = kPF,BO =kOC,
DR =kRC,ES =kSF . Demonstrati ca patrulaterul SRQP este paralelogram daca si numai daca
patrulaterul ABDE este paralelogram.

AM = kMD si BN =kNC,k >0. Demonstrati ci MN =

Solutie.

_ _ —_— —_— A

prima relatie cu &, prin adunare obtinem.
AB+kDC

(14 k)MN = (kMD + MA) + kDC + AB +(kCN + BN ) = O+ 4B +kDC + 0 = MN =
+

b) Folosind relatia de la punctul precedent obtinem PQ = % (2) st SR = ED:_I;{FC 3)
+ +

Din relatile (2) si (3) deducem ca SR = TQ < AB=ED, adica patrulaterul SRQP este paralelogram
daca si numai daca patrulaterul ABDE este paralelogram.

Barem de corectare

Demonstreaza ca MN = M
1+k
b) — AB+kFC .— ED+kFC 2p
Scrie relatiille PQ=——— si SR=———
1+k 1+k
Finalizare 2p

Nota. Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



