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Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica - informatica

Clasa a XII-a BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Problema 1. Fie functia f: [0 1] >R, f( ) %

a) (1p) Sa se gaseascad o primitivﬁ a functiei f care se anuleaza in punctul x=1.

b) (3p) Si se calculeze I /" (x)In(1+x)dx,unde n e N*

¢) (3p) Sa se demonstreze ca f( J+f( j+...+f(ﬁj3nln2, (v)neN*.
n

(Varianta modificata, Bacalaureat 2009)
Solutie.

a) O primitiva a functiei / este F(x)=In(x+1)+c.
F(1)=0= c=—In2 = F(x)=In(x+1)-In2=In ("glj.

1+x|
2 \ 2

b)Dacan_1:>jf (x)In(1+x)dx = Dacan>2:>jf )In (1+x)dx
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:.[ ! nln(1+x)dx:— 1 1 11’1 1+x J' 2 (l’l 21)1112 1
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c¢) Folosind formula de medie pe intervalele [ } , k=0,n—1, deducem ca exista

. c [k k+1} k]: x)dx—— ).

J-f(x)dx:_:'jf(x)dx :[f( dx+ A+ jf x)dx——( (co)+f(cl)+...+f(cn71)),cu

n

¢, E{E,k;} Deoarece [ este descrescatoare = f (k )< f ( )
n n

1

f(%j+f[%)+...+f(%)s F(e)+ (@) bt F(eyy)=n] f(xMdx=nin2.

0
Barem de corectare

a) Ip

Demonstreaza c¢a F(x)=In(x+1)-In2=In (lej




b ! 2 1
) Demonstreaza ca If(x)ln(l+x)dx _In"2 P
0
) nl_ (., _ 2
Demonstreaza ca J.f” (x)ln(1+x)dx= 2 (n 21)1n2 1, =2 P
: (n—1) 2"
©) 1 1 2p
Demonstreazad ca If(x)dx =—(f(co)+f(c)+..+f(c))
0 n
Finalizare lp
Problema 2.

Pe multimea R se defineste legea de compozitie xoy =+/x* +* .Se cere
a) (2p) Aratati ca (m2 —n’ ) o(2mn) =m’+n’,VmneR

b) (3p) Aritati ci legea de compozitie este asociativi si xo yoz =+/x’+ > +z°,Vx,y,ze R.

2 2
¢) (2p) Demonstrati ce”t(m2 —112)0(217111)0(21712 —2p2) cQVmneQ,p="""

,m=0.

Solutie
a) Prin calcul direct,obtinem:

(m2—112)0(2rnn):\/(mz—nz)2+(2mn)2 :\/(m2+nz)2 =m’+n",VmneR
b) Deoarece xO(yoz):\/x2+(\/y2+22 )2 =X’ +y*+2°,Vx,y,zeR si

2
(xop)oz= \/(sz +3° ) +2° =\Jx"+y* +2°,Vx, y,z € R ,deducem ci legea de compozitie
este asociativi si xoyoz =/x"+y° +2z°,Vx,y,zeR.

c)
(m2 —112)<>(27nn)<>(2m2 —2p2) = \/(m2 —n? )2 +(2mn)2 +(2m2 —2p2)2 _

\/(m2+n2)2+(2m2—2p2)2 =\/16m2pz+4m4+4p4—8mzp2 = 4(m2+p2)2

2 2
m”+n
:2(m2+p2)e(@,‘v’m,ne@,p= ,m#0
Barem de corectare

a) | Demonstreaza ca (m2 -n’ ) o(2mn) =m*+n*,VYmneR 2p
b) | Demonstreaza ca legea de compozitie este asociativa 2p

Demonstreazd ¢ xoyoz =+/x"+y° +z°,Vx,y,ze R Ip
¢) | Demonstreaza ca 2p

2 2
m°+n
(mz—nz)o(2mn)o(2m2—2p2)eQ,Vm,ne@,p: ,m#0




Problema 3. Fie polinomul P=X"+a,X"" +..a, X +a, cu coeficienti reali si @, >-1. Daci
P admite radacinile reale x,,x,,...,x, 20 atunci:

a) (2p) Demonstrati ca x, €[0,1], pentru orice & €{1,2,...,n};

b) (3p) Demonstrati ca P(1)>1+aq;

¢) (2p) Demonstrati cd P(r)=r" (1 + ﬂ) pentru orice numar real »>1.
r

Profesor dr. Andrei Anca

Solutie. a) Din relatiile lui Viete deducem ca x, +x, +....+x, =—a, <1, si cum raddcinile
X,,X,,...,X, sunt pozitive, rezulta ca x, € [O,l] , pentru orice k €{1,2,...,n}.

b) Deoarece P = (X —x )(X —x,).... X —x,) s1 P(1)=(1-x,)(1-x,)...(1-x,), deducem ca
relatia de demonstrat devine (1-x,)(1-x,)...(1-x,) >21-x, —x, —...—x, , care este adevarata,
este chiar o variantd a inegalitatii lui Bernoulli, adica
(1-b)(1=by)-....-(1=b,) 21=b, —b, —...—b,, Vb, ,b,,....b, €[0,1].

Aceasti inegalitate se demonstreazi usor prin inductie matematica. Intr-adevar, daci
presupunem ca afirmatia este adevarata pentru » vom demonstra ca ea este adevarata si
pentru n+1.

Din (1-5,)(1=b,)-...-(1=b,)21=b —b, —...—b,,¥b,,b,.....b, €[0,1] rezulta ci

(l_bl)(1_b2)""'(1_bn)(l_bn+1) :(l_bl)(l_bz)""'(1_bn)_(1_bl)(l_bz)""'(1_bn)bn+1 =
(1-8)(1=b,)-.-(1=B,) = b, 21=b, —b, —...~b, =b,,,,9b, by ..., €[0,1]
si folosind ipoteza inductiva obtinem inegalitatea dorita.

c) Folosim aceeasi inegalitate de mai sus:

P(r)=(r—xl)(r—xz)-...-(r—xn)zr”(1—ﬂ](1_x_2)._“.(1_ﬁjZr”(l_ﬁ_x_z_m_%j:

r r r

r" (1 + ﬂj , de unde obtinem ca P(r)>r" (1 +ﬂ) , pentru orice numar real »>1.
r r

Barem de corectare

a) | Demonstreazi cd x, €[0,1], pentru orice k € {1,2,...,n) 2p
b) | Demonstreaza cd P(1)>1+a, < (1-x)(1-x,)...A-x,)>1-x —x, —...—x, Ip
Demonstreaza ca (1-x,)(1-x,)...(1-x,)=21-x, —x, —...— X, 2p
2
©) Demonstreaza ca P(r)>r" (1 + ﬂj p
P

Problema 4.
a) (2p) Demonstrati cd 0 < ln(l + x) <x,Vx=>0.

3
b) (3p) Demonstrati ci '[ ‘ln(l—x)ln(1+x)‘ dx<—L  _vVae (0,1).

0 3(1—a)



b In(1-x)In(1
¢) (2p) Demonstrati ca j ‘n( x)zn( +x)‘ dx <1, unde azl—l,b:l—iz.
X e e
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Solutie.

a) 0<In(1+x)=["(In(1+1)) dt_j —dt< Cdt=x= 0<In(l+x)<xVx20,
b) _(Uln(l—x)ln(1+x)‘dx:£ lnmln(1+x)dx:£ ln(l+ﬁjln(l+x)dx S

Folosind inegalitatea de la punctul a), deducem ca 0 <In(1+x)<x,Vx €[0,a]

. X M
st 0<In| 1+—— < * Vxe[O a]
l1-x -X

a a a 3
J. ln(l+1ijln(l+x)dx Sj L'xdx SLJ x’dx = a ,Vae(O,l).

0 -X —-X l-ay 3(1—a)
lnl X 1n(1+x) b
f in - ‘d j ln(1+EJln (1+x)d s! =T
j—dx ni—%_1.
1-b6
Barem de corectare
a) | Demonstreaza ca 0<In(1+x)<x,Vx>0 2p
b 1
) Demonstreaza ci j ‘ln 1-x)In(1+x ‘dx —I ln(1+l—jln(l+x)d P
—x
D In(1 In(1 dx < \v 0,1 2P
t aca - ——7 s
emonstreaza ca ! ‘n( x)In( +x)‘ X 3(1=a) ae(0,1)
9) b ln(1-x)In(1 2p
Demonstreaza ca j ‘n( x)zn( +x)‘ dx<1
X

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzitor.



