CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA ,,SPIRU HARET”
EDITIA A XXIV-A, 24 MAI 2025

Filiera teoretica: Profil real — Stiinte ale naturii

CLASA AXI-A

BAREM DE CORECTARE SINOTARE

Subiectul 1

: : . 2024 2025
Fie doud matrice A, B € M,(R)cu proprietatea AB = 1 L)

2 1
a) (2p) Determinati matricea B, stiind ca A= (l J :

b) (2p) Demonstrati ca matricele A, Bsi BA sunt inversabile.

c) (3p) Folosind eventual relatia lui Cayley-Hamilton, demonstrati ca BA—(BA)f1 =2025l,.

a) detA=1A"= 1A 1
I G R P
(2024 2025 2023 2024
B=A —B= 1p
1 1 -2022 -2023
b) det(BA) =detB-det A=det A-det B =det(AB)=-1= 1p
det A= 0,det B = 0,det(BA) = 0= A, Bsi BAsunt inversabile 1p

c) Din relatia lui Cayley-Hamilton avem

1
(AB)? ~2025(AB) I, =0, = ABAB - 2025AB - I, =0, P

BAB-2025B- A" =0, = BA-20251,-A"'B™" =0, 1p

BA—(BA) " =2025I, 1p




Subiectul 2

Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile a,b,c distincte doua cate doua. Fie sistemul

a’x—ay+z=a’
de ecuatii { b*x—by+z=0b".
c’x—-cy+z=¢c’

a) (3p) Demonstrati ca sistemul este compatibil determinat.
b) (4p) Daca (XO, Yo ZO) este solutia sistemului, aratati ca 2y, reprezinta aria totala si z,

volumul paralelipipedului.

a® -a 1
a) Fie A=|b*> -b 1 |matricea sistemului.
¢ —c 1
2p
a® -a 1
detA=|b> -b 1=(b-a)(c—a)(c-b)
¢? -c 1
Deoarece a, b, ¢ sunt disticte doua cate doua, det A= 0= sistemul este
1p
compatibil determinat
a® a® 1
b) A, =b* b* 1=(b-a)(c—a)(c—b)(ac+ab+hc) 1p
¢t ¢ 1
=—Y —ab+ac+bc=2y =2(ab+ac+bc)=A, unde A reprezinti aria
Yo det A Yo ( ) A A rep 1p
totald a paralelipipedului
a® -a a
A, =|b> -b b’|=abc(b-a)(c-a)(c-b) 1p
¢ -¢ ¢
Z, = detzA =abc = z, =V, unde V reprezintd volumul paralelipipedului 1p




Subiectul 3
. . . x*+1-1 . \
Fie functia continuda f:R— A cu f(x)=——————pentruorice xeR",
X
a) (4p) Calculati f(0)+ f'(0), unde f' reprezintd derivata de ordinul intdi a functiei f .

b) (3p) Determinati multimea A, stiind ca functia f este surjectiva.

a) f este functie continua pe R = f este functie continua in x=0

2 2
cum fim f (x) = lim 2 jim— X0 5i lim f (x)=0= f(©)=0 | P

0 0 2
X<0 X<0 X X<0 x(«/x +l+l) o

f'(0)=limf(x)_f(0)=lim XAl X lim—— -1,
X0 X S X‘>()x2(\/x2+1+1) 0 U2 +1+1 2 ,
p
. 1
f(0)+10)=3

X411 1 >0= f este
X2Ax% +1 (\/x2+1+1)\/x2+1 2

functie strict crescatoare pe (—oo,0) si este functie strict crescitoare pe (0,0)

b) Pentru x=0 avem f'(x):

Cum lim f (X)=—1,|im f (X)=ZL f functie continua pe R = Im f =(-1,1)

X—>—00 X—>00
1p
Deoarece functia f este surjectivi = A=(-11)

Subiectul 4
Fie f:R—>R, f(x)=x-In(e*+1).

a) (2p) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo a graficului functiei f .
b) (2p) Aratati ca functia f este strict monotona pe R.
C) (3p) Fie d dreapta de ecuatie Y =2X+ 2025. Demonstrati ca dreapta d intersecteaza

toate tangentele la graficul functiei.




a) limf(x)= Iim(x— In(e’ +1)) =lim| In Xe =In1=0= y=0este asimptota
X—00 X—»00 X—00 e" +1 2 p
orizontalad spre +oo
, h 1
b) f'(x)=1- = >0,VXxeR = 1p
e+l e*+1
f este functie strict crescatoare pe R. 1p
c) Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista a e R astfel incat dreapta d este
paraleld cu tangenta la graficul functiei in punctul A(a, f (a)) . Notam cu t aceasta
1p
tangenta.
Avem mi=m =>m =2= f'(a)=2
al —2met= L imposibil 1p
e’ +1 2
Deci presupunerea facuta este falsa. Rezultd ca dreapta d intersecteaza toate 1
P

tangentele la graficul functiei.




