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Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica - informatica

Clasa a XI-a BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Problema 1. Fie matricele patratice 4, B €M , (R).

a) (3p) Demonstrati ca existd un numar real ¢ astfel incat:

det(A2+sz) =x’ (detB)2 +x-c+(detA)2, vxeR.

b) (4p) Demonstrati ca daca det(A2 +Bz) = det(A2 —Bz) =1 atunci |det A+ detB| <2.

Profesor dr. Andrei Anca

Solutie. a) Prin calcul direct se aratd cd existd ¢, € R astfel incat

det(A+xB) =x’detB+x-c +detd, VxeR si V A,B e M, (R) = exista un numar real ¢
astfel incat det(A2 +sz) =x° det(Bz)+x-c+det(A2), VxeR = concluzia.

b) Consideram functia g:R —> R, g(x)= det(4’ +xB") si observam ca g(1)=g(-1)=1.

Prin urmare, 1 si —1 sunt radacini ale ecuatiei g(x)—1=0. Tindnd seama de faptul ca

g(x)=x" (detB)2 +x-c+(det A)2 , avem doua situatii:

1) dacd det B = 0, din relatiile lui Viéte rezultd ca ¢ =0 si

(detA) -1
(detBY

= (det 4)" +(det B)’ =1;

2)daca detB=0 rezultaca c=0 si (de‘[A)2 =1= (det A)2 +(detB)2 =1.
Din inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem ca
(det A+detB) < 2((detA)2 +(detB)2) =2 = |det A+detB|<A2.

Barem de corectare

a) | Demonstreaza ci det(A+xB) =x*detB+x-¢ +det4, VxeR si 2p
V 4,BeM,(R)
Demonstreaza ca det(A2 + sz) =x? (detB)2 +x-c+ (det A)2 , VxeR. Ip
5 | Demonstreaza ca (det A)2 + (det B)2 =1 2p
Demonstreaza ca |det A +det B| <2 2p

Problema 2. Fie 4,Be M, (C) pentru care ABA+A—-B=BA-AB si 4’ =0,.
a) (4p) Aratati cd (AB-B+1,)(A+1,)=1, sicd B este matrice singulara.
b) 3p) Dacd B= 4", ardtaticd A=0, .
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Solutie.
Folosim urmatorul rezultat:

Teorema. Fie 4, BeM, (C) Daca AB =1, ,atunci Asi B sunt inversabile, adicd
AB=BA=1 A=B"',B=4".

a) Relatia 4BA+ A—B=BA- AB se scrie astfel:

ABA+ A—B—-BA+ AB=0, < (ABA+ AB)—(B+BA)+ A+1,=1, <
AB(A+1,)-B(A+1,)+(A4+1,)=1, & (AB-B+1,)(4+1,)=1,=(A+1,)(AB-B+1,)=1,=
A’B-AB+ A+ AB-B+1,=1,< A’B+A-B=0, < A’B+4=B. (1)

Deoarece 4’ =0, = det( 4" ) =(det 4)' =0=>det 4=0.

Din relatia A’B+ A=B= A(AB+1,)=B=> (detA)-det(A4B+1,)=detB.

Cum det4=0=> detB=0. Prin urmare, B este singulara.

b) Relatia (1) devine

A +4= =24 +4' =L =24 =L =24'=4=4=0,=>

A+ L= = =A"= L= =>4=0>

L+ === =>4=L=>4=0,24=A>4=4"=0,>

Din A== 4" =4'=0,4"=0,A4=4"=0,= A=0,.

Barem de corectare

a) | Demonstreazd ca (AB-B+1,)(A+1,)=1, 2p
Demonstreaza cd A°B+A=B sicd B este matrice singulard 2p
b) | Demonstreaza ca 4°=4"=4* =4 =0, 2p
Demonstreazi ¢ 4° = A4=0, Ip

Problema 3. Fie f: (0,00) - (0,00) o functie care satisface proprietetea
1 1
—1< In f'(x)—Inx<—,Vxe(0,0). Se cere:
X

X+
/(x)
—
b) (2p) Calculati )lcl_rilo( f(x)-x).

¢) (3p) Calculati lim x“ (f(x)—x—l),unde ae(0,1).

a) (2p) Calculati lim

Profesor Bursuc lon, Suceava

Solutie.
. 1 1 .1 f(x) 1

a) Inegalitatea —— <In f(x)—Inx<—,Vxe(0,00) se rescric — <In*——<—,Vxe(0,0) <

x+1 X x+1 x x
fe) 1t e 1

el <=~ <e*,Vxe(0,0). Deoarece lime ! =lime* =1 din criteriul ,.clestelui” deducem ca

x X—0 X—>0
f(x)

lim =1.
X=X



1 1 1 1
b) Din relatia e**! < M <e*,Vxe(0,00) = xe**! < f(x)<xe*,Vxe(0,0)=
x

X—>0 X—>00

| | | |
x[ex+1 —l] <f(x)—x<x[ex —IJ,Vxe(O,oo). Deoarece limx[ex+1 —1] =lim x[ex -1

din criteriul ,clestelui” deducem ca lim ( f(x)- x) =1.

X—>®©
1 1

¢) Din relatia ){e“1 —1] < f(x)-x< x[e" —IJ,Vx €(0,0) rezulta ca
L 1
x* {x(e“l —1}—1} <x* (f(x)—x—l) <x“ [}{ex —IJ—IJ,Vx €(0,0). Se observa ca

1 v _ Y _
lim x* (){e*’ —IJ—1J=limLEe 1—1]= lim '™ ~1iml[e 1—1]:0 deoarece
x® -0yt y y—0 20y

v _ y_1_ e’ —1-y y_
1iml[e 1—1]:11me lyznm( ):lime 1

oyl y

1 1 1 1
Analog lim x“ (x[ex“ - 1} - 1} = lim x"** (e”l —e¥ ] + lim x* [x[e" - 1} - IJ =0 deoarece
X—>0 X—>00 X—>00

1 1 1 (x+1)
. — = T 1 .. e -1 . L . -
lim x'** (ex” —e* J =lime* - lim lim =0. Din criteriul ,,clestelui” deducem ca

lenezl

X—0 X—0 xX—>00 xl—a X—o 1
x2
lim x* ( f(x)-x-1)=0.
Barem de corectare
a € 1 1
) Demonstreazi ci e¥*! < M <e*,Vxe(0,0) P
X
1
Demonstreaza ca limM =1. P
X—>00 x
b) * 1 Ip
Demonstreaza ca x| e —1 |< f(x)—x<x| e* =1, Vx e(0,)
Demonstreaza ca lim (f(x)—x)=1 Ip
c) | Demonstreaza ca Ip
1 1
x“ [x[ex“ —IJ—lJ <x* (f(x)—x—l) <x* {x(e* —lJ—lJ,Vxe (0,00)
Demonstreaza ca lim x* (f(x) —x- 1) =0 2p

X—>0




Problema 4.
a) (3p) Demonstrati ca functia f:R >R, f(x)= ln(ln(l + ex)) este concava.
1n(1+a) . 1n(1+c)
ln(1+b) a ln(1+ a)

,Va,b,ce(O,oo) cugz ﬁ_
b a
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b) (4p) Demonstrati ca

Solutie.
a) Derivand de doua ori functia f* obtinem:

f'(x)= (ln(ln(1+ex)))' = (111((1116;))) = (1+e’“)i(1+e’“) ,Vx>0=

"(x)= & ':ex(1+ex)1n(1+ex)_ex((1+ex)ln(1+ex))f :
/(%) ((l—i-e’“)ln(l-i-ex)] (reFm(iee)

X X X X X X X ex

e (1+e )ln(1+e )—e (e ln(1+e )+(1+e )-1+ex]: exln(H_ex)_ezx )
(1+ex)21n2(1+e“) (1+ex)21n2(1+ex)

deoarece In(1+¢)<¢,(V)t>0.Din f"(x)<0,(V)xe R, rezulta f concava.

b)Tinand seama de faptul ca in conditiile problemei noastre a,b,c € (O, oo) , relatia din ipoteza

a_c . . . . . In(l+a) _ In(1+c
— > — este echivalentd cu a >+/bc, iar relatia din concluzie (+a) > U+c) este

a In(1+b) In(1+a)
echivalentd cu In(1+5)-In(1+¢) <[In(1+a)]*. Deci pornind de la relatia Jbe < a trebuie si
demonstram relatia In(1+5)-In(1+¢) < [In(1+a)]*. 1

Avem succesiv:

\/ESa:>1+\/l;£1+a:>ln(1+\/E)sln(1+a):>ln2(1+\/§)sln2(1+a).
Deci dacd vom demonstra cd In(1+5)-In(1+¢) <[In(1+ Jbe )], cu atit mai mult relatia (1) va

fi dovedita. Pentru a arita cd In(1+b)In(1+c¢) <In’ (1 ++/be ) , vom aplica
functia logaritm acestei relatii. Obtinem: In (ln(l + b)) +1In (ln(l + c)) <2In (ln (1 ++/be )) . (2

Existd x,,x, € R astfel incat b =¢" si c=¢™ . Relatia (2) devine:

ln(ln(1+ex' ))Jrln(ln(lJrex2 ))S2ln(ln(1+en;xz} ] )

X, +Xx,
2

Relatia (3) devine: f(xl)-;f(xz) < f(

o)/ e), fes)

j .Din f"(x)<0,(V)xeR, rezulta f concava,

deci

Barem de corectare



a) e ln(1+ex)—e2" 2p
Demonstreaza ca " (x)= - ,Vx >0
(1+ex) In® (1+ex)
Demonstreaza ca f este concava. Ip
b) + 1
Demonstreaza ca M <f (uj,‘v’xl,xz eR P
2 2
Demonstreaza ca 3p

f(x1)+f(xz)<f(xl+x2j Ve 1 cR ln(1+a)>ln(1+c
- T In(1+b)  In(1+

2 2

a)

a_c
,Va,b,c>0cu—=>—
b a

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzitor.




