CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA ,,SPIRU HARET”
EDITIA a XXIV-a, 24 MAI 2025

Profil Real — Stiintele Naturii
Clasa a X-a

Barem de corectare si notare

1. a) Fie expresia E(X, y) = 4= 9x%+4y?+9x-4y-13xy, X,y€ R.

Demonstrati ca E(x,y) = (9x-4y) ( X-y+1), Vx,y € R;

3%-1 2%+1

+—==13.

b) Rezolvati in R ecuatia: o= + —=

a) E(X,y)=9x2%-4xy + 4y?- Oxy + 9x — 4y
= X(9x — 4y) + y(4y — 9x) + (9x — 4y)
=X —dy)(x —y +1)

b) —32;1 + —2 += = 13. Folosind notatia 2* =a§i 3* =b, cua, b > 0= 4(ba_1) + 9(ab+1) =13 ... 1p
4

902 +4b? +9a_4b_ 13ab=0
= E(a,b)=0 = (9% -4b)(a-b+1)=0

_ a_4 2\* _4 _
= N)9%a=4db =>2=1 :>(§) =2 =x =2

saull)a-b+1=0=a=b-1,deci2*=3*-1= () +(})'=

X X
Deoarece functia g : R = R, g(x) = (E) + G) este strict descrescatoare = ecuatia g(x) = 0 are cel
mult o solutie. .

WAp
Se observa Xy = 1 de01 multlmea solutnlor este S {1 2} .............................................. 1p
2. a) Demonstrati inegalitatea: log, =% +y > w vx,y € (0,0);
b) Demonstrati inegalitatea: log, (log, 3) > log, (log; 4);
. . 1\ _ x
c¢) Rezolvati ecuatia: log; (m) =logg (log9 3).
2
a) Din inegalitatea mediilor ﬂ > ,/xy avem (“—y) 2 XY ettt 1p
si prin logaritmare = 2 logz y > log, xy = logz x+y > w , pentru oricare X, y > 0......... 1p

b) Inegalitatea este echlvalenta cu:log, (log, 3) > = logz (log3 4) < log, (log, 3) > log, \/logz 4 <
log, 3 >./logs 4 & (log, 3)? > 2log; 2 & (log, 3)2 > log_3 < (log, 3)% > 2
2

442 _ logy4+log, 2 3, . :
Din Subpunctul a) avem ca log, L > w = log, 3 > - (Fara egalitate, deoarece 2# 4)=

(log, 3)3 > ? > 2, ceeace demonstreazé inegalitatea din enunt

C) Pentru ca ecuatia sa aiba sens, x> 0,x # 1,logzx > 0 =>x> 1




loggg > 0 de unde obtinem x > 3

logs (L) =logs /loggf =L = logg s L = llog3 T e 1p
Jlogz x 3 Jlogs x 3 logsx 2 3

Notand logs x = t, vom avea ecuatia t(t-1)=2 = t? — t — 2 = 0 cu ridicinile t; = —1si t, = 2, de unde

Xy = %( care nu verificd conditiile de existentd) si x, = 9. Deci, solutia ecuatiei este X=9...................... 1p

3. a) Gasiti toate numerele complexe z€ C avand modulul egal cu 1 si care verifica egalitatea
V3z11—z10—-1=0.

b) Aratati ca exista o dreaptd pe care se plaseazad imaginile geometrice ale numerelor complexe z
care verificd relatia : z2 — 2iz = 1 + 2ia?, Va € R.

a)DinV3z11 —z10=1= |2|'°-|V3z—1| = 1. Cum |z| = 1,vomavea |[V3z— 1| =1 =
[V3(a + bi) — 1| = 1, unde z=a+bi, CU BDE R 1p
2

Din relatiile a2 + b? = 15i (V3a — 1)° + 3b2 = 1 sc deduce ¢ a = L2 §i b=k 2..ocvvvscrrrsnisn 1p
Decizlz%§+%i§izzz\/7§—%i ................................................................................................................ 1p
b) Relatia din enunt se rescrie : : z2 — 2iz — 1 — 2ia® = 0. Cum (1 + i)? = 2i, vom avea (z — i)? —
1+1)2a2=0=(Z—1—(1+1)a)(Z =i+ (1 4+1)2) = 0urrererererrererereere e 2p
Rezulta solutiile z; = i+ (1 4+ i)a =a+(1+a)isi z, =i — (1 + i)a = -a+(1-a)i cu imaginile geometrice
A;(a,1+a)siAy(—a, 1 — a), ambele puncte fiind situate pe dreapta Y=X+1..........ccccoevriiriersiniiiniiniinnannas 2p

4. a) Dacd A si B sunt doud multimi finite disjuncte cu 8, respectiv 10 elemente, determinati in cate

feluri poate fi ordonatd multimea AU B astfel incat primul element sa fie din A, iar ultimul sa fie din
B?

b) Gasiti coeficientul lui x3 din dezvoltarea :

1+x)*+ @ +x)°+.(1+x)™?, unde n€e N, n> 3.

a)Deoarece AU B are 10+8=18 elemente din care doua sunt deja fixate la inceputul si la finalul permutarii,
raman astfel 16 elemente ce trebuie permutate in mijloc = 16! feluri de scriere ordonata a acestora........ 1p
Deoarece primul element trebuie sa fie din A, sunt 8 moduri de alegere a acestuia iar ultimul element
trebuie sa fie din B, acesta putand fi ales in 10 moduri, vor rezulta in final 8x 16! x 10=80- 16! Feluri de

ordonare a multimii AU B in conditiile cerute de problema.............cccocceevieriiriierieniereee e 1p
b) Coeficientul lui x* din dezvoltarea (1 + x)™ €Ste CK ..ot 1p
Prin adunarea acestor coeficienti se obtine S=C3 + C3 4+ C2 4+« + C3 1 v 1p
Utilizand formula de recurenta CXHl = Ck*1 + CF = €k = CFH — CKFY e, 1p

si punand pe rand n=4,5...,n+1 si k=3, se obtine
S=(C2—CH+(CE—CH+(CH—COH+.+(Cry—Cr ) =Cr ey —CE=Cl iy — Lo, 2p




