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Clasa a X-a BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Problema 1. Fie a,b,c,x € (l,oo) . Demonstrati ca:

2 2 2
a) 3p) u—+%2 (u+\2 Nu,veR,a, Be(0,0).
a a+

1 1 1
+ + :
3log, x+log, x 3log, x+log.x 3log. x+log, x
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b) (4p) log ~abc >

Solutie.
2) £+ﬁ>(u+v)2 Vu,veR,a,Be(0 oo)<:>(au—ﬁv)2>0 Vu,veR,a, B e(0,0)
a ﬂ_ a+,8 ’ ’ sy ’ =Y b 3 ’ ‘

b) Din inegalitatea de la punctul a) obtinem:

w v (u+v+t+r)2
—t— =2
4 B C D A+B+C+D
Folosind aceasta inegalitate obtinem

1 1 1
: 1 ! = + + <

+ + =
3log, x+log, x 3log, x+log.x 3log, x+log, x 31 3,1 3.1
log.a log. b log.b log.c log.c log.a

,Vu,v,t,rER,A,B,C,DG(0,00). *)

1 1 1
2 + 2 + 2
(1+1+1+1) (1+1+1+1) (1+1+1+1)
3log . a+log. b 3log . b+log. c 3log.c+log a

1 1 1 1 1 1
3log . a+ ogxb+3 og. b+ ogxc+3 og. c+log . a =10gx{‘/%.

16 16 16
Barem de corectare
a) 22 +
Demonstreaza u—+v—2u,Vu,veR,a,ﬂe(O,oo) & 3p
a [ a+pf
(au —ﬂv)2 >0, Vu,veR,a,fp e (0,00) .
b) | Prelucreaza si aplica inegalitatea (*) 2p

1 1 1
+ + =
3log, x+log,x 3log,x+log.x 3log, x+log,x

1 N 1 N 1 <
3 1 3 1 3 1 -
+ + +
log.a log.b log b log.c log.c log.a
1 1 1

2 + 2 + 2
(1+1+1+1) (1+1+1+1) (1+1+1+1)
3log . a+log. b 3log b+log.c 3log.c+log a




3log,a+log, b N 3log . b+log, c N 3log, c+log, a 2p
16 16 16

=log, /abc.

Problema 2.
a) (4p) Fie ne N, n>2. Sa se rezolve, in multimea numerelor reale strict pozitive, ecuatia:

i:\/xk(x1 X, et X X et X, ) =AVH=1(0 X, et X ).
k=1

b) (3p) Sa se rezolve ecuatia:

1-x I+x 1+3x

Ji+2 1427 42 427 =22 422 422
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Solutie. a) Folosind inegalitatea mediilor avem ca

X, et X X, X
\/xk(x1+...+xk1+xk+1+...+xn)=\/n—1-\/xko p— L <

n—1 X totx  tx, to.tx -
~(xk+ + vl = Y Jx (X et X X e, ) <
k=1

2 n—1

Egalitatea are loc numai daca
XA X X e,

X, , Vke{l,Z,...,n} S X =X, =..=X

n*

n—1
b) Se inmulteste ecuatia cu \/27 si se obtine:
J2(#+87) 4 (2 +87)+ 8 (274 4) =2 (27447 4+87) = 2 =4 =8 x=0.

Barem de corectare

Y -1 < - 2p
Aratd \/xk (X +. X + X, +otx,) < " 1(23% 4 (n 1)(X1+I +xn)]
k=1 n—
.‘[ — n _ 1
Arati ! l(zxk +(” 1)(x1+-~-+xn)J:\/m‘(xl +...+xn) p
2 k=1 n—1
Finalizare 0
®) Scrie in forma echivalenta \/ZX (4" +8X) + \/4X ( 2% +8X) " \/Sx (2x + 4x) _ 2p
V2. (27 +47+8")
Finalizare 0

Problema 3. Fie functia g: R — R strict crescdtoare si surjectiva, iar f : R — R o functie strict
crescatoare astfel incat fog=go f si (fofogog)(x) = x,(V)x eR.
a) (3p) Demonstrati ci g este inversabilisi fof =g og™.
b) (4p) Demonstraticd f=g".
Profesor Bursuc Ion




Solutie.
a) Functia g fiind strict crescatoare este injectiva si cum este surjectiva este bijectiva. Din relatia

(fofogog)(x)=x,(V)xeR= fofogogog =g = fof=g og".

b) Presupunem ci existd x, € R astfel incat ' (x,)# g (x,)-

Cazul I: f(x,)<g ' (x)

Se observi cd din relatia fog=gof obtinem fog ' =g 'of

Din faptul ¢ f este strict cresctoare si f'(x,)< g™ (x,)=

F(f)< (g ()= (1 ()= /(1 (0))<g”(f () stoum fof =g og™ =
=g (g’l (xo)) <g’! (f(xo)) = g (x,) < f(x,) ceea ce contrazice ipoteza.

Cazul II: f (x,)> g™ (x,)-

Din f crescatoare

= f(f(xo)) > f(g’l (xo)) =g’ (g’l (xo)) >g! (f(xo)) = g~ (x,)> f(x,) (contradictie).
Prin urmare, pentru orice x e R avem f(x)=g' (x)= f=g"".
Barem de corectare

a) | Aratdca g este bijectiva Ip
Araticd fof=g'og™ 2p
b) | Presupune ci existd x, € R astfel incat f (xo) zg (xo) Ip
Arata c3, daca f(x,) < g (x,) se ajunge la contradictie. 2p
Arata cd, daca f (xo) >g! (xo) se ajunge la contradictie. Ip

Problema 4. Se considera triunghiurile echilaterale distincte si orientate pozitiv O4B, OCD, OEF
OGH. Fie M,N,Q,T mijloacele segmentelor [BC], [ED], [FG] si [HA]. Demonstrati ca MNQT

este paralelogram daca si numai dacda ACEG este paralelogram. (Un triunghi 4BC este orientat
pozitiv daca scrierea punctelor 4, B,C se face in sensul invers migcarii acelor de ceasornic).
Profesor dr. Andrei Anca

Solutie. In planul complex fixim originea in punctul O, iar afixele punctelor le notam cu litere
mici. Consideram ¢ = cos60° +isin 60° . Punctul B se obtine prin rotatia de centru O si unghi de

. . . - . b+c
60° a punctului 4 si vom aveacda b=ae. Analogavemca d=cgs, f=esc, h=gec, m= 5 =
ac+c n_e+cs _gtee t_a+gg

2 2 2 7 2

Patrulaterul MNQT este paralelogram < m+g=n+t < (5 - 1) (a —-c—g+ e) =0.
Deoarece ¢ # 1, relatia este echivalenta cu a+e=c+g < ACEG paralelogram.




Barem de corectare

In planul complex fixam originea in punctul O, iar afixele punctelor le notim cu

litere mici. Consideram ¢ = cos60° +isin 60°. Punctul B se obtine prin rotatia de 2p
centru O siunghi de 60° a punctului 4 si vom avea cd b =a¢. Analog avem ca
d=ce, f=ec, h=g¢,
_ b+c _as+c . etce _gtes . a+ge
2 2’ 2 2’ 2 2p
Patrulaterul MNQT este paralelogram << m+g=n+t & (5 - 1) (a -c—g+ e) =0 2p
Deoarece ¢ # 1, relatia este echivalentd cu a+e=c+g < ACEG paralelogram. Ip

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzitor.




